KOMPLEKSNA ANALIZA

Pavle Pandzi¢, 5. predavanje

Lokalno uniformna konvergencija

U ovom dijelu kolegija najprije ¢emo pokazati kako se holomorfne
funkcije mogu zadati kao redovi potencija. Zatim ¢emo vidjeti da se
svaka holomorfna funkcija moZe razviti u Taylorov red oko svake
tocke domene.

Nekaje S CC, f;, : S = C,n € N niz funkcijai f : S = C.

KaZzemo da niz (f,) konvergira prema funkciji f po totkama ili
obi¢no ako niz brojeva (f,(z)), konverira k f(z) za svaki z € S.
Drugim rije¢ima, ako za svaki z € S te svaki e > 0 postoji ng € IN
tako da je |fu(z) — f(z)| < € za sve n > ny.

KaZemo da niz (f,) konvergira prema funkciji f uniformno na
S ako za svaki ¢ > 0 postoji ny € IN tako da je |fu(z) — f(z)| < € za
sven > npisvez € S. PiSemo f, = f.

Kazemo da niz (f,,) konvergira prema funkciji f lokalno unifor-
mno na S ako za svaki z € S postoji r, > 0 takav da je K(z,7;) € S
i da niz funkcija (fu|g(s,))n uniformno konvergira funkciji f|x,,)-

Pisemo f, ﬂ) f.

Teorem (karakterizacija lokalno uniformne konvergencije) Neka je
fu: QO = C,n € N niz funkcijai f : 3 — C. Sljedece tvrdnje su
ekvivalentne:

L.U.
1. fn — f;

2. za svaki kompaktan podskup K od Q vrijedi fu|x = f|k;

3. za svaki K(z,7) C Q vrijedi fﬂm = f|m

Dokaz. (1)=(2) Iz pretpostavke slijedi da za svaki z € () postoji
r; > 0 tako da (fu|g(z,))n uniformno konvergira funkciji f|g(.,)-
Uoc¢imo da je skup

{K(z,7;) : z € K}

otvoreni pokriva¢ kompaktnog skupa K, pa postoje zi,...,zx € K
tako da je

k
K C | JK(zrz).
i=1
Zasvakii =1,...,k imamo da niz (f,] K(Zirrzi)) n uniformno konver-
gira funkciji f[(,,), te stoga postoje 1y, ..., 1 € N takvi da, za dani
e > 0, vrijedi:

n=>n; = (|fa(z) = f(2)] <&Vz € K(zirz)).



Ako je ng = max{ny,...,n;} tada

k

n>ng= (|fu(z) — f(2)] <eVze | JK(z,rz)).
i=1

Kako je K C U;‘:l K(zj,rz,), imamo
n>mng = (|fu(z) — f(z)| <eVz € K).

Slijedi (2).
Ostale implikacije su ocite. O

Teorem (o neprekidnosti lokalno uniformnog limesa) Neka je f; :
QO — C,n € N niz neprekidnih funkcija i f : (3 — C funkcija takva

da fy LU f. Tada je f neprekidna funkcija.

Dokaz. Uzmimo zp € () i pokaZimo da je f neprekidna u z.

Neka je € > 0. Trebamo naci 6 > 0 tako da je K(zp,d) C Qi da za
z € K(zo,6) vrijedi |f(z) — f(z0)| < &

Iz f, LY f slijedi da postoji ¥ > 0 tako da je K(zg,r) € Qi da
fulkzr) = flk(zr), dakle, postoji ng € N takav da za n > ng vrijedi
|fn(z) = f(z)| < § za sve z € K(2,7). Posebno za n = ng imamo

fun(2) = FR) < 5, ¥z € Kizo,r), @)
a uvrStavanjem z = zp u (1) slijedi
[fun (20) = f(z0)] < 5. @
Kako je fy, neprekidna u zg, postoji é € (0, 7] takav da je
[fun(2) = fin(20)| < 5, V2 € K(z0,0). 6)

Konatno, iz (1), (2) i (3) slijedi da je za svaki z € K(zp, 9)

1f(2) = f(z0)] <
1£(2) = fug ()] |fing (2) = fing (20)[ + | g (2) = f(20)| <& I

Lema (o zamjeni limesa i integrala). Neka je f;, : 3 — C,n € IN niz
neprekidnih funkcija i f : 3 — C funkcija takva da f; Lt f. Tada
lim [ fp = / f

v v

n—o0

za svaki po dijelovima gladak put v u Q.

Dokaz. Neka je v : [a,b] — Q po dijelovima gladak put u Q). Ozna-
¢imo K := y([a, b]). Neka je ¢ > 0.

Prema prethodnoj tvrdniji, f je neprekidna funkcija, pa je izraz | o f
dobro definiran.

Kako je K kompaktan skup, iz pretpostavke o lokalno uniformnoj
konvergenciji i Teorema o karakterizaciji lokalno uniformne konver-
gencije slijedi fu|[x = f|k, pa za zadani ¢ > 0 postoji ngp € IN takav
da za sve n > ng vrijedi

[fa(2) = f(z)| <& VzeK (4)



Sada, koriste¢i Lemu o fundamentalnoj ocjeni integrala i (4), dobi-
vamo

5= [ 1 =] [ -9 <
max{|(fu — F)(2)] : 2 € K} - £(7) < el()

Slijedi tvrdnja. O

Sljedeca Cinjenica koju Zelimo dokazati je holomorfnost lokalno
uniformnog limesa niza holomorfnih funkcija (Weierstrassov teorem,
niZe dolje). Za to ¢e nam trebati

Morerin teorem. Neka je f : (3 — C neprekidna funkcija takva da
za svaki trokut A C Q vrijedi [,, f = 0. Tada je f holomorfna na Q).

Dokaz. Neka je zgp € Qi r > 0 takav da je K(z9,7) C Q. Ako je
8 = flk(zoy) : K(z0,7) — C, tada iz pretpostavke slijedi [;, ¢ =0 za
sve A C K(zp, ). Sada se na isti na¢in kao u dokazu Cauchyjevog te-
orema za zvjezdast skup dokaZe da g ima primitivnu funkciju. (Ono
$to je bilo potrebno u tom dokazu je upravo da je integral po rubu
trokuta jednak 0; tamo smo to zakljuéili iz holomorfnosti i Goursat-
Pringsheimovog teorema, a ovdje nam je to pretpostavka.)
Dakle, postoji G : K(zp,7) — C tako da je G'(z) = g(z) za sve
z € K(zp,r). Funkcija G je holomorfna na K(zo, r), pa je onda, prema
generaliziranoj CIF, i G’ = g holomorfna na K(zq,r). Slijedi da je
f holomorfna na K(zq,r), a zbog proizvoljnosti od z slijedi tvrdnja.
O

Weierstrassov teorem (o limesu niza holomorfnih funkcija) Neka
je fn : Q@ = C,n € N niz holomorfnih funkcija i f : QO — C funkcija

takva da f, LY f.Tadaje f € H(Q)) i
FR LU c®) ) ke N,

Dokaz. Prvo uocimo da je f neprekidna funkcija prema Teoremu o
neprekidnosti lokalno uniformnog limesa. Kako su sve funkcije f,
holomorfne, prema Goursat-Pringsheimovom teoremu je

/ fn:()/ VAQQ,VTlEN
oA
Sada Lema o zamjeni limesa i integrala povlaci da je
=0, VACQ,
oA f -

paje f holomorfna po Morerinom teoremu.

Nadalje, neka je k € IN. Za neki zp € () neka je r > 0 takav da
je K(zo,7) € Q. Neka je v : [0,271] — Q,7(t) = 2z + re'*. Prema
generaliziranoj CIF za f, i f imamo

0y K fu(w)
fn(z) = i /y (w0 — 2 dw, Vz € K(zp,r),Vn € N,



FB () = /(wf(w>dw Vz € K(zo, 7).

27i — z)k+1

Primjenom leme o fundamentalnoj ocjeni integrala slijedi
fn(w) — f(w)
/ )k dw

K max{ B @) = F@ 0,270 - ().

2 |w |k+1

Iﬁ”@)—ﬂ“@ﬂ‘

271

Neka je p € (0,r). Za sve z € K(zg, p) vrijedi

[w—z| > |w—zo| = [z = 20| >r—p >0,

paje
1 1
|w — z|k+1 < (r—p)k1’ Vz € K(zo, p).
Sada je
P z) - R (z)) < zﬂ(fr”kp)kﬂ max{| fu(w) — f(w)| : w € ([0,27])}.

2r7tk! rklk+1/ Sh]edl da

za sve z € K(zp,p). Oznatimo li M = 2(r—p)F T — (r—p)

za svaki z € K(zg, p) vrijedi

£9(2) = B (2)] < M- max{|fu(w) — f(w)] : w € v([0,27])}. (5)

Neka je K = ([0,27]). Skup K je kompaktan, a f, Lt f, pa
zbog Teorema o karakterizaciji lokalno uniformne konvergencije sli-
jedi fu|k = f|k. Dakle za proizvoljno odabrani ¢ > 0 postoji np € IN
takav da je

falw) = f(w)| <& V€ K,V > np.
Slijedi da je
max{|fu(w) — f(w)| :w € K} <e¢, Vn > ny.
Iz (5) sada slijedi
|f,$k) (2) —f(k) (z)| <eM, Vz e K(zp,p), Vn > ny,

pa zaklju¢ujemo
k
fr(l )lK(Zg,p) = f(k) |K(zo,p)'

Zbog proizvoljnosti od z slijedi
0L ()
U daljnjem ¢emo se prvenstveno baviti redovima funkcija. Ako je

(fn) niz funkcija definiranih na (), kazemo da red Y, f, konvergira
lokalno uniformno na ) ako niz parcijalnih suma

Sn=fit ot fo



konvergira lokalno uniformno na (2. Analogno se definira obi¢na ili
uniformna konvergencija reda funkcija.

Teorem (Weierstrassov M-test) Neka je f, : QO — C,n € N niz
funkcija. Neka je (My)n, My > 0, niz brojeva takav daje Y5 1 M, <
0. Ako vrijedi

|fu(z)] < My, VneN,VzeQ,

tada red funkcija ) f;, konvergira apsolutno i uniformno na (.

Dokaz. 1z Y )" 1 |fu(2z)| < Ypoq My, z € Q, prema kriteriju usporedi-
vanja slijedi da red Y- ; f(z) apsolutno konvergira za svaki z € Q.
Tada, za svakiz € Q), red Y, ; fu(z) (obi¢no) konvergira, te mozemo
definirati funkciju

f:Q—=C, f(z)= ifn(z)

Iz konvergencije reda )_,, M, slijedi da za svaki ¢ > 0 postoji 19 €
N takav da je } y~, My < € za sve n > np. Tada za sve z € () i sve
n > no vrijedi

< Y R Y M<e

k=n+1 k=n+1

Y fil2)

k=n+1

%@—ﬁn@
k=1

Slijedi uniformna konvergencija reda ) ;- ; prema funkciji f. O

Red potencija je red oblika
Y an(z —z0)", (6)
n=0

gdje su (a,),n € N, z i zg kompleksni brojevi. Pri tome z smatramo
varijabilnim, a z¢ fiksiranim. Brojeve a, zovemo koeficijentima reda
(6).

Prvo je pitanje za koje z € C red (6) konvergira. Kad odgovorimo
na to pitanje, onda ¢emo proucavati funkciju f definiranu sa f(z) =
Yoo an(z — 2z9)". Posebno, vidjet éemo da ako red (6) konvergira na
nekom otvorenom krugu, onda je funkcija f(z) holomorfna na tom
krugu.

Abelova lema

Neka je z/ # zp. Ako red brojeva Y 5> a,(z' — z0)" konvergira,
tada red potencija Y ;> ;a,(z — z9)" konvergira apsolutno i lokalno
unifromno na K(zo,7), gdje je r = |2/ — zg|.

Dokaz. Nuzan uvjet konvergencije reda brojeva Y5 a,(z' — z9)"
povladi da je limy,—ye0 a5 (2 — 20)" = 0. Zbog toga je niz (a,(z' —z0)" )n
ograni¢en, pa postoji M > 0 tako da je |a,(z —z0)"| < M za sve
n>0.

Neka je p € (0,7). Tada za sve z € K(zq,p) i za sve n > 0 vrijedi

|M@—mw:waz—mm(h‘“0"<M(D‘

2" — zo|




Oznat¢imo M,, = (g)n ,n > 0. Tada je ¥, M,, geometrijski red kvoci-
jenta manjeg od 1, pa ovaj red konvergira. Prema Weierstrassovom
M-testu red Y ;" ;a,(z — z0)" konvergira uniformno na K(zp,p). To
vrijedi za svaki p € (0, 7).

Neka je z € K(zp, r). Tada postoji p € (0,r) takav daje z € K(zg,p).
Neka je § > 0 takav da je K(z,0) C K(zp,p). Prema dokazanom,
red Y77 a,(z — z9)" konvergira uniformno na K(zo, p), pa onda i na

K(z,0). Slijedi tvrdnja. O

Abelova lema povlaci da skup svih z za koje red (6) konvergira
uvijek sadrzi maksimalan otvoren krug K(zo,r) oko zp, i mozda jos
i neke tocke ruba tog kruga. Pri tome prazan skup i cijeli C takoder
smatramo otvorenim krugovima: prazan skup je otvoren krug radi-
jusa 0, a C je otvoren krug radijusa 4+oco. Kako nas zanimaju samo
otvorene domene, za domenu funkcije zadane redom (6) uzimamo
otvoren krug K(z, ).

Sljededi put ¢emo vidjeti kako se radijus tog "kruga konvergencije"
moZe izraziti pomocu koeficijenata a;.



